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Задача вимушених коливань відкритої ділянки газопроводу при проходженні нею очисного поршня на-
лежить до класу задач вимушених коливань одновимірних пружних об’єктів під дією на них рухомого інер-
ційного навантаження. На даний момент існують два напрями розв’язування такого класу задач. Перший 
напрям пов’язаний з інтегруванням диференціального рівняння в частинних похідних, і розв’язок таких за-
дач є суперпозицією власних та супровідних коливань. Другий напрям не передбачає інтегрування диферен-
ціального рівняння у частинних похідних. До цього напряму належить метод узагальнених координат, уза-
гальнених переміщень, а також різноманітні числові методи. Жоден з напрямів не є простим. Тому запро-
поновано метод, в якому перша математична модель забезпечує визначення вимушених коливань ділянки 
газопроводу при проходженні очисного поршня без врахування його інерційного навантаження на газопро-
від. А у подальшому передбачена розробка другої математичної моделі, яка на базі першої забезпечить на-
ближене визначення прогинів осі газопроводу з врахуванням інерційного навантаження поршня на газопро-
від. Метою даної статті є отримання розв’язку задачі вимушених коливань ділянки газопроводу при прохо-
дженні очисного поршня без врахування сил інерції на газопровід. Задача розв’язувалася методом інтегру-
вання диференціального рівняння у частинних похідних, застосовано метод Фур’є. Права частина неодно-
рідного диференціального рівняння розкладалася у нескінченний ряд, який є сумою добутків власних функцій 
вільних коливань ділянки газопроводу та невідомої функції часу. Після цього знайдено функцію часу у методі 
Фур’є, а отже, і розв’язок задачі у вигляді нескінченного ряду, доданки якого швидко зменшуються. Вико-
нано обчислення прогинів осі газопроводу вздовж всієї ділянки газопроводу для різних моментів часу, окре-
мих перерізів залежно від часу, а також згинальних моментів. 

Ключові слова: диференціальне рівняння вимушених коливань ділянки газопроводу, інерційні наван-
таження очисного поршня, прогин осі газопроводу.  

 
Задача вынужденных колебаний открытого участка газопровода при прохождении в нем очистного 

поршня принадлежит к классу задач вынужденных колебаний одномерных упругих объектов при воздейст-
вии на них подвижной инерционной нагрузки. На данный момент существуют два направления решения 
такого класса задач. Первое направление связано с интегрированием дифференциального уравнения в част-
ных производных, и решение таких задач представляет собой суперпозицию собственных и сопровождаю-
щих колебаний. Второе направление не предусматривает интегрирования дифференциального уравнения в 
частных производных. К этому направлению принадлежат метод обобщенных координат, обобщенных 
перемещений, а также различные числовые методы. Ни одно из направлений не является простым. По-
этому предложен метод, в котором первая математическая модель обеспечивает определение вынужден-
ных колебаний участка газопровода при прохождении очистного поршня без учета его инерционной нагруз-
ки на газопровод. В дальнейшем предусмотрена разработка второй математической модели, которая на 
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Аналіз сучасних закордонних і вітчиз-
няних досліджень і публікацій 

Задача визначення вимушених коливань у 
надземній ділянці газопроводу, що виникають 
при проходженні нею під тиском газу очисного 
поршня, відноситься до класу задач одновимір-
них пружних об’єктів, що знаходяться під дією 
рухомого інерційного навантаження. Правиль-
ний вибір математичної моделі та методу 
розв’язання поставленої задачі дає необхідну 
інформацію, використання якої забезпечить 
безаварійну експлуатацію газопроводу (відсут-
ність втрат стійкості газопроводу та його міц-
ності). 

Історично перше теоретичне дослідження 
цієї проблеми пов’язане з науковими статтями 
H.Steuding [1] і G.W.Housner [2], які започатку-
вали новий метод двохвильового подання коли-
вань у вигляді суперпозиції власних та супрові-
дних коливань. Фізична інтерпретація цього 
методу вперше була зроблена О. Горошко [3]. 

Поява цього методу викликана тим, що за-
стосування методу Фур’є, яким розв’язуються 

задачі вимушених коливань одновимірних 
пружних об’єктів при  нерухомих навантажен-
нях, в загальному випадку є неможливою. У 
диференціальному операторі 

2 2 2
2

2 2
2

u u u

t xt x
υ υ

 ∂ ∂ ∂− + +  ∂ ∂∂ ∂ 
 (u  – деформація 

пружного об’єкта; υ  – швидкість руху рухомо-
го об’єкта), величина якого пропорційна інер-
ційному навантаженню рухомого об’єкта на 
нерухомий пружний об’єкт, є другим доданком, 
відповідає прискоренню Коріоліса рухомого 
масового навантаження. А це не дозволяє роз-
ділити просторову x  і часову t  змінні в області 
дійсних шуканих функцій. Тільки завдяки мо-
дифікації методу Фур’є вдалося розробити но-
вий метод подання коливань пружних систем у 
вигляді суперпозиції власних і супровідних 
коливань. 

Цьому методу присвячена значна кількість 
наукових праць [4–9]. У роботах [4, 5] викладе-
на методика одержання розв’язку диференціа-
льних рівнянь у вигляді двохвильового подан-

базе первой обеспечит приближенное определение прогибов оси газопровода с учетом инерционной нагрузки 
поршня на газопровод. Целью данной статьи является  решение задачи вынужденных колебаний участка 
газопровода при прохождении очистного поршня без учета сил инерции на газопровод. Задача решалась 
способом интегрирования дифференциального уравнения в частных производных, применен метод Фурье. 
Правая часть неоднородного дифференциального уравнения раскладывалась в бесконечный ряд, который 
представляет собой сумму произведений собственных функций свободных колебаний участка газопровода и 
неизвестной функции времени. После этого найдена функция времени в методе Фурье, а следовательно, и 
решение задачи в виде бесконечного ряда, слагаемые которого быстро уменьшаются. Выполнен расчет 
прогибов оси газопровода вдоль всего участка газопровода для различных моментов времени, отдельных 
сечений в зависимости от времени, а также изгибающих моментов. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение вынужденных колебаний участка газопровода, инерци-
онная нагрузка очистного поршня, прогибы оси газопровода.  

 
The problem of forced oscillations of an open section of a gas pipeline during the cleaning piston passage 

belongs to the type of problems of forced oscillations of one-dimensional elastic objects under the influence of a 
moving inertial load on them. Currently, there are two ways to solve such problems. The first way is related to the 
integration of the partial differential equation and the solution of such problems is a superposition of eigen-
oscillations and accompanying oscillations. The second way does not involve the integration of the partial differen-
tial equation. Methods of generalized coordinates, generalized displacements and various numerical methods 
belong to the second type of solving. None of the mentioned methods is simple. Therefore, the authors suggest the 
method, in which the first mathematical model provides the determination of forced oscillations of the gas pipeline 
section during the passage of the cleaning piston without taking into account its inertial load on the gas pipeline. In 
future, on the basis of the first model it is planned to develop the second mathematical model which will provide an 
approximate determination of the deflections of the pipeline axis, taking into account the inertial load of the piston 
on the pipeline. The purpose of this article is to obtain a solution to the problem of forced oscillations of the pipeline 
section during the passage of the cleaning piston without taking into account the inertial forces on the pipeline. The 
problem is solved by partial differential equation, Fourier method is applied. The right side of the non-
homogeneous differential equation is decomposed into an infinite series, which is the sum of the productions of the 
eigenfunctions of the pipeline section free oscillations and the unknown function of time. After finding out this 
function, the authors determine the unknown time function in the Fourier method and hence the solution of the 
problem in the form of an infinite series, the summands of which lessen rapidly. The authors calculate the 
deflections of the pipeline axis along the entire section of the gas pipeline for different points of time, as well as 
deflections of individual sections changing in time and moments of deflection. 

Keywords: differential equation of forced oscillations of the gas pipeline section, inertial loads of the cleaning 
piston, deflection of the pipeline axis. 
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ня, які описують динаміку деяких конструкцій з 
рухомим навантаженням. В статті [6] дається 
аналіз робіт, що присвячені механіці пружних 
систем з рухомим інерційним навантаженням, 
дослідження яких виконано методом двохви-
льового представлення коливань. Також обго-
ворюється застосування і розвиток методу 
двохвильового подання коливань в задачах ди-
наміки підкріплених прямокутних пластин з 
рухомим інерційним навантаженням. Задача 
про коливання балки з рухомим рівномірно 
розподіленим інерційним навантаженням до-
сліджується в [7]. У роботі [8] розглянуто осно-
вні механічні і відповідні їм математичні моде-
лі деяких задач динаміки пружних систем при 
дії на них рухомого інерційного навантаження. 
Зокрема досліджується математична модель 
балки Тимошенка під дією рухомого інерційно-
го навантаження. Балка знаходиться на пружній 
основі та під дією стискаючої сили. Задача 
розв’язана методом двохвильового подання ко-
ливань. Механічні і відповідні їм математичні 
моделі деяких задач динаміки пружних об’єктів 
під дією рухомого інерційного навантаження є 
предметом розгляду у статті [9]. Розв’язок за-
дач будується на основі методу двохвильового 
подання коливань у вигляді суперпозиції влас-
них та супровідних коливань. 

Розрахунок стержневих систем на рухоме 
навантаження є предметом дослідження в [10]. 
Стержневі системи моделюють мости. Коли-
вання пружної шарнірно закріпленої балки під 
інерційним рівномірно розподіленим рухомим 
навантаженням вивчається у статті [11]. 

Далеко не всі задачі одновимірних пруж-
них об’єктів при дії на них рухомого інерційно-
го навантаження можуть бути розв’язані мето-
дом двохвильового подання у вигляді суперпо-
зиції власних та супровідних коливань. Другим 
напрямом вивчення коливань одновимірних 
пружних об’єктів під дією рухомого інерційно-
го навантаження є напрям, який не передбачає 
інтегрування рівнянь у частинних похідних. До 
цього напряму відносяться методи узагальнен-
ня координат, узагальнених переміщень. Мето-
дом узагальнених координат користувалися 
Тимошенко, Schallenkampe. Цей же метод ви-
користав А.П.Філіпов при розв’язанні задачі 
коливань балки під дією рухомого вантажу 
[12]. Для знаходження узагальнених координат 
ним використані рівняння Лагранжа другого 
роду. Розв’язок справедливий для всіх відно-
шень маси вантажу до маси балки.  

Останнім часом для вивчення поперечних 
коливань прямолінійної ділянки трубопроводу, 
що виникають під час проходження діагности-

чного поршня, запропоновано метод узагальне-
них переміщень [13]. Цей метод передбачає 
попереднє задання власних форм коливань ді-
лянки трубопроводу. При застосуванні коефіці-
єнтів амплітудних функцій як узагальнених ко-
ординат він дає можливість описувати колива-
льні процеси звичайними диференціальними 
рівняннями. Зокрема, у даній роботі автори ви-
брали 10 власних форм коливань ділянки тру-
бопроводу і розв’язування задачі звелося до 
розв’язування системи із 20 звичайних дифере-
нціальних рівнянь другого порядку. 

Підсумовуючи все вище викладене стосов-
но проблеми поперечних коливань одновимір-
них  пружних об’єктів при дії на них рухомого 
інерційного навантаження, зауважимо про іс-
нування  двох  напрямів її вирішення:  

1) використанням континуальних розраху-
нкових моделей, в яких для розв’язання задачі 
необхідне інтегрування диференціальних рів-
нянь у частинних похідних; 

2) розв’язок задачі отримується без інте-
грування рівнянь у частинних похідних: вико-
ристовуються методи узагальнених координат, 
узагальнених переміщень або різноманітні чис-
лові методи.  

Ні перший, ні другий напрями не є прос-
тими. Тому ставимо собі за мету розробити ме-
тод наближеного визначення поперечних коли-
вань ділянки газопроводу з врахуванням для 
нього інерційного навантаження рухомого очи-
сного поршня, який міститиме в собі елементи 
як одного, так і другого напрямів. У початковій 
математичній моделі поперечні коливання га-
зопроводу при проходженні в ньому очисного 
поршня знаходитимуться без врахування інер-
ційних навантажень на трубопровід методом 
інтегрування диференціального рівняння у час-
тинних похідних, а у подальшому інерційні на-
вантаження поршня на трубопровід будуть вра-
ховуватися наближеним методом. 

Метою ж статті є визначення вимушених 
коливань відкритої ділянки газопроводу, що 
виникають  в ньому при проходженні очисного 
поршня без врахування його сил інерції мето-
дом інтегрування диференціального рівняння у 
частинних похідних. Отриманий при цьому до-
слідженні результат буде використано у пода-
льшому для розробки наближеного методу 
встановлення вимушених коливань ділянки га-
зопроводу з врахуванням сил інерції очисного 
поршня. 

 
Основна частина дослідження 
Розглядається відкрита ділянка газопрово-

ду, кінці якої защемлено. Розрахункова схема 
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такої ділянки зображена на рисунку 1. Виму-
шені коливання цієї ділянки потрібно визначи-
ти із розв’язку неоднорідного диференціально-
го рівняння 

( )
2 4

2
2 4

u u G
a x t

At x
δ υ
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∂ ∂

 ,        (1) 

при цьому початкові та граничні умови мають 
такий вигляд: 
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де  ( )ρAEIa =2 ;  

u  – переміщення точок осі газопроводу у 
перпендикулярному до її початкового поло-
ження напрямі;  

tx,  – координата осі газопроводу і час від 
початку руху очисного поршня відповідно  

IA ,,ρ  – густина матеріалу газопроводу, 
площа його поперечного перерізу і осьовий 
момент інерції перерізу;  

E  – модуль пружності матеріалу труб га-
зопроводу;  

G  – вага очисного поршня;  
υ  – швидкість руху очисного поршня;  

( )tx υδ −  – дельта-функція Дірака [14]. 
Сформульовану задачу будемо 

розв’язувати методом розкладання шуканого 
розв’язку в ряд за власними функціями [15]. 

Подамо величину ( )txG υδ −  у вигляді  
ряду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...2211 ++=− tSxXtSxXtxG υδ  (4) 
і також у вигляді ряду шукатимемо розв’язок 
для прогинів (переміщень) центрів ваги перері-
зів газопроводу (метод Фур’є) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2211 ++= tTxXtTxXtxu         (5) 

де  ( ) ( )xXxX 21 ,  і т.д. власні функції задачі 
про вільні коливання такої ж ділянки газопро-
воду. Вони мають такий вигляд [16]: 

( ) ( ) ( ) 






−






= x
l

KKx
l

KKxX k
k

k
kk

λλλλ 4334 , (6) 









x

l
K kλ

3 , 







x

l
K kλ

4  – функції Крилова 

[17], 








 −=







x

l
x

l
chx

l
K kkk λλλ

cos
2

1
3 ,  








 −=







x

l
x

l
shx

l
K kkk λλλ

sin
2

1
4 , 

kλ  – корені трансцендентного рівняння 

1cos =λλch . 
Для визначення функції часу ( )tSi  множи-

мо обидві частини рівняння (4) на ( )xX i  і інте-
груємо результат по всій довжині ділянки газо-
проводу. У зв’язку з ортогональністю власних 
функцій у правій частині залишиться тільки 
один доданок, що відповідає номеру і , так що 

 
а) 1 – газопровід; 2 – очисний поршень; 

б) 3 – защемлена з обох кінців балка; 4 – рухомий вантаж (υ – швидкість  руху вантажу) 

Рисунок 1 – Схема відкритої ділянки газопроводу, кінці якої защемлено 
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( )
( ) ( )

( )
0

2

0

l

i

i l

i

G x t X x dx

S t

X x dx

δ υ−
=




.              (7) 

На основі властивості дельта-функції чисе-
льник в (7) буде 

( ) ( )

( ) ( )
0

4 3 3 4 .

l

i

i i
i i

G x t X x dx

G K K t K K t
l l

δ υ

λ λλ υ λ υ

− =

    = −    
    


 (8) 

Знаменник в (7) матиме такий вигляд [17]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22
4 1 3 2

0 4

l

i i i i i
l

X x dx K K K Kλ λ λ λ = −  , 

де  ( )1 iK λ ,   ( )2 iK λ  – функції Крилова,  

( ) ( )1
1

cos
2i i iK chλ λ λ= + ,   

( ) ( )2
1

sin
2i i iK shλ λ λ= + . 

Приймаючи до уваги сказане, одержимо 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
4 1 3 2

4 3 3 4

4

.

i

i i i i

i i
i i

G
S t

l K K K K

K K t K K t
l l

λ λ λ λ

λ λλ υ λ υ

= ×
 − 

    × −    
    

 (9) 

Враховуючи те, що кожен доданок ряду (4) 
викликає рух, який описується відповідним до-
данком ряду (5), можна записати рівняння (1) у 
вигляді 

..
2 IV i i

i i i i
X S

X T a X T
Aρ

+ = .               (10) 

Ділимо обидві частини рівняння (10) на 

i iX T  і отримуємо 
..

2
IV
i i i

i i i

X T S
a

X T ATρ
− = − .                 (11) 

Ліва частина рівняння (11) дорівнює 2
ip−  

( ip  – власна частота коливань, 
2

2i
i EI

p
Al

λ
ρ

=  

[17]). Тому отримуємо диференціальне рівнян-
ня для функції iT  

 
..

2 i
i i i

S
T p T

Aρ
+ = .                      (12) 

Загальний розв’язок рівняння (12) має та-
кий вигляд: 

( ) ( ) ( )
0

1
sin

t

i i i
i

T t S p t d
Ap

τ τ τ
ρ

= − .      (13) 

Підставляємо в (13) аналітичний вираз для 
функції ( )iS t  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2

4 1 3 2

4
i

i i i i i

G
T t

Alp K K K Kρ λ λ λ λ
= ×

 − 

 

( ) ( )4 3 3 4
0

t
i i

i iK K K K
l l

λ λλ υ τ λ υ τ
    × − ×    

    
  

( )sin ip t dτ τ


× − 


.                 (14) 

Після виконання інтегрування в (14) функ-
ція ( )iT t  представлятиметься таким аналітич-

ним виразом: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2

4 1 3 2

2
i

i i i i i

G
T t

Alp K K K Kρ λ λ λ λ
= ×

 − 
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2
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2
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cos cos
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i i i
i

i
i

i i i
i

i
i

i i i
i i

i
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p K
ch t p t

l
p

l

p K
t p t

l
p

l

K
p sh t p t

l l
p

l

λ λ υ
λ υ

λ λ υ
λ υ

λ λ λυ υ
λ υ




  × − +   
    +  

  + − −  
    − 

 

  − − −  
    + 

 

 

( )3
2

2

sin sini i i
i i

i
i

K
p t p t

l l
p

l

λ λ λυ υ
λ υ




   − −   
    −    

, (15) 

Враховуючи вираз (6) для власних функцій 
і той факт, що їх є безмежна кількість, отриму-
ємо розв’язок поставленої задачі у такому ви-
гляді: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4 3 3 4

2
1 4 1 3 2

2
,

i i
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∞

=
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( )3
2

2

sini i i
i i

i
i

K
p sh t p t

l l
p

l

λ λ λυ υ
λ υ

  − − −  
    + 

 

 

( )3
2

2

sin sini i i
i i

i
i

K
p t p t

l l
p

l

λ λ λυ υ
λ υ




   − −   
    −    

. (16) 

Користуючись розв’язком (16), виконано 
обчислення прогинів осі газопроводу в різних 
перерізах вздовж всієї його відкритої ділянки і 
для різних моментів часу. Для виконання обчи-
слень було прийнято такі вихідні дані: 

- довжина відкритої ділянки газопроводу 
100l м= ; 

- зовнішній діаметр газопроводу і товщина 
його стінки 1020зD мм= ; 10ммδ = ;    

- вага очисного поршня і швидкість його 
руху 11772G Н= , 5м сυ = ; 

- густина матеріалу труб газопроводу і  

модуль пружності 37850кг мρ = , 
112,05 10E Па= ⋅ . 

Отримані результати розрахунків за фор-
мулою (16) подано на рисунках 2 і 3. На рисун-
ку 2 зображена зміна прогинів осі газопроводу 
вздовж всієї його відкритої ділянки для момен-
тів часу 4 ; 7 ;10 ;13t с с с с=  і 16с . Максималь-
ний прогин знаходиться посередині відкритої 
ділянки газопроводу і відповідає моменту часу 

10t с= , тобто моменту часу, коли очисний по-
ршень проходить саме через середину відкритої 
ділянки газопроводу. Цей прогин складає 

74u мм≅ . 

Потрібно ще вказати на те, що прогин пе-
рерізів однаково віддалених від середини від-
критої ділянки для моментів часу, які однаково 
віддалені від моментів початку і кінця руху по-
ршня на ділянці, є однаковими. На рисунку 2 
сказаному відповідають криві 1 і 5, 2 і 4. 

На рисунку 3 представлена залежність 
прогинів окремих перерізів трубопроводу від 
часу. Чим ближче знаходиться переріз від сере-
дини відкритої ділянки трубопроводу, тим бі-
льшим є його максимум прогину. Якщо переріз 
знаходиться ближче до початку відкритої діля-
нки, то максимум  прогину є ближчим до поча-
тку відкритої ділянки трубопроводу ніж до її 
кінця і навпаки. 

Крім того, були обчислені згинальні моме-
нти вздовж відкритої ділянки газопроводу для 

різних моментів часу ( 22 xuEIM ∂∂−= ). 
Отримані результати подані на рисунку 4. Мак-
симальний додатний згинальний момент відпо-
відає моменту часу ct 10=  у середньому пере-
різі ділянки газопроводу. А найбільший момент 
із шести взятих моментів часу відповідає моме-
нту ct 14=  і рівний мкНM ⋅−≅ 175 . 

 
Висновки  
 
Наукова новизна даної роботи полягає в 

тому, що для вирішення проблеми вимушених 
коливань ділянки газопроводу з врахуванням 
інерційного навантаження очисного поршня 
прийнята перша (груба) математична модель, за 
допомогою якої визначаються прогини осі га-
зопроводу без врахування сил інерції очисного 
поршня. 

 
Рисунок 2 – Залежність прогинів осі трубопроводу від її координати для різних моментів часу 
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Очевидно, що чим більшим є відношення 
маси ділянки газопроводу до маси очисного 
поршня, тим менший вплив чинитимуть сили 
інерції поршня на динамічні прогини осі газо-
проводу. 

Прийняті дані виконаного розрахунку по-
казують, що це співвідношення у нашому випа-
дку складає 757,20=α . Тож сили інерції очис-
ного поршня у даному випадку  слабо вплива-
тимуть на прогин осі трубопроводу. 

Перспектива подальшого дослідження по-
лягає у розроблянні другої математичної моде-
лі, яка на базі першої моделі враховуватиме 
наближено і вплив сил інерції очисного поршня 
на динамічні прогини осі газопроводу. 

 

 
Рисунок 3 – Залежність переміщень окремих точок осі трубопроводу від часу 

 

 
Рисунок 4 – Згинальні моменти в трубопроводі по його довжині 
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